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Introduzione

LO SCONTRO TRA RIEMANN E KANT

20 giugno 1854 - Habilitationsvortrag (lezione di abilitazione) – Göttingen

Sipario

Sul composto ed attento silenzio d’una sceltissima platea, quale quella costituita dall'intero corpo docente dell'Università di Göttingen, presso la quale Gottfried Bernhard Riemann chiedeva di essere assunto come privatdozent, ed in presenza del suo maestro, nonchè relatore e soprattutto sommo matematico, Carl Friedrich Gauss, scivola ancora il riverbero delle parole:

R. E' noto come la geometria presupponga come qualcosa di dato non solo il concetto di spazio ma anche i primi concetti fondamentali per effettuare delle costruzioni spaziali [...]. Il rapporto esistente tra questi presupposti viene lasciato in ombra; non si vede se esso è necessario, fino a che punto lo è, e neppure se è a priori possibile.
Chissà da quanta esitazione, e da quante faticose timidezze il giovane Riemann (27 anni) ha distillato questo vero è proprio colpo di gong, con il quale ha inizio un ‘match’ virtuale, al di sopra delle distese del tempo, con il rispettabilissimo (e rispettatissimo) filosofo Immanuel Kant, che pare ribattere, riprendendo il filo delle parole interrotte, con autorità:

K. Lo spazio non è un concetto empirico, ricavato da esperienze esterne [...], è una rappresentazione necessaria a priori [...]. Su questa necessità a priori si fonda la certezza apodittica di tutti i principi della geometria e la possibilità della loro costruzione a priori.
Per Kant, gli enunciati della Matematica pura, ed in particolare quelli della Geometria, sono ‘Giudizi sintetici a priori’; ovvero, si tratta di affermazioni che esprimono la conoscenza attraverso l’esperienza delle relazioni tra oggetti diversi (giudizio sintetico), essendo tale conoscenza universale e necessaria (a priori).

Il nostro eroe, allora, risponde, asciutto:

R. Da Euclide fino a Legendre [...] questo aspetto oscuro del problema non è stato chiarito né dai matematici, né dai filosofi.
…e si propone di affrontare la spinosa questione una volta per tutte.

Ecco; silenzio, ascoltiamolo ancora:

R. Mi sono quindi in primo luogo proposto di costruire il concetto di grandezza pluriestesa [...] lo spazio costituisce solo un caso particolare di grandezza tri-estesa [...] le proprietà, per cui lo spazio si distingue da altre pensabili grandezze tri-estese, si possono ricavare solo dall'esperienza.

...altro che giudizio sintetico a priori...

R. Di qui nasce il problema di scoprire i fatti più semplici con cui si possono determinare le relazioni metriche dello spazio, problema di per sè non interamente determinato [...]
Qui Riemann lascia vagamente in ombra persino la possibilità di determinare, tramite l'esperienza, in che tipo di grandezza tri-estesa viviamo. Poi prosegue:

R. Questi fatti, come tutti i fatti, non sono di per sé necessari, ma hanno una certezza soltanto empirica, sono ipotesi; si può quindi studiarne la probabilità, che entro i limiti dell'osservazione è estremamente elevata, e decidere poi se è lecito estenderli al di là dei limiti dell'osservazione, sia verso l'incommensurabilmente grande che verso l'incommensurabilmente piccolo.
Una volta di più, Riemann asserisce che bisogna prima stabilire quali relazioni metriche sussistono nello spazio che ci circonda, e poi, da esse, pervenire alla validità, o meno, degli assiomi della Geometria Euclidea. Questi, dunque, non sono più visti come affermazioni di verità di per sè evidenti, ma come conseguenze ottenute ‘Dalle Ipotesi che Stanno alla Base della Geometria’

...ovvero...

‘Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen’

§ 1. LO SPAZIO COME VARIETA'

Riemann, dunque, introduce subito la nozione di spazio come varietà. Una varietà n-estesa è un insieme di punti, organizzato in modo tale che ciascuno di essi sia individuato, in una porzione di spazio attorno a sé (e si dice “localmente”), da n numeri 
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 reali.

Si ricordi che Riemann non ignorava di certo l’Opera di Cartesio: la utilizza come trampolino di lancio per la sua incontenibile fantasia matematica.

ATTENZIONE!

Qui già avvengono un paio di fondamentali salti concettuali.

· Nello spazio nel quale viviamo, ogni punto è individuato, rispetto ad un punto fissato, dalle sue tre coordinate cartesiane; quindi, il nostro spazio è una varietà tri-estesa. 

· Se si considera un pezzo di una superficie nello spazio 3-dimensionale, ad esempio un pezzo della superficie di una sfera (si pensi ad un pallone da calcio...), allora tre coordinate diventano ridondanti. Ogni punto su una tale sfera, infatti, può essere individuato, rispetto al centro, da longitudine e latitudine, quindi da due soli numeri 
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. Le superficie sono dunque varietà bi-estese.

SPAZI E ...

Va sottolineato che uno dei salti concettuali effettuati da Riemann, consiste nella consapevolezza che, per individuare un punto su una superficie, non vi è alcuna necessità di uscire dalla superficie stessa. Inoltre, dalla definizione stessa di spazio, segue che:

non esiste più un solo spazio, nel quale vale l'unica Geometria Euclidea
.

· Ogni qualvolta vi sia un insieme di punti individuabili localmente da un certo numero n di numeri (coordinate), allora si ha uno spazio, o una varietà n-estesa.

· L'infinità di superficie che si possono presentare quotidianamente sotto i nostri occhi costituisce un'infinità di spazi, o di varietà 2-estese (ovvero 2-dimensionali).

Come per incanto, si generano innumerevoli spazi diversi ed il problema che adesso si pone è quello di stabilire quale geometria vale in ciascuno di essi.

Qui avviene l'altro formidabile salto concettuale
Lo spazio è solo un elemento dell'indagine geometrica. La ‘geometria’ che vale in un dato spazio è aspetto differente dallo spazio stesso. Vediamo di essere più chiari.

· Un piano (superficie di un tavolo) è una varietà 2-dimensionale, perché sul tavolo ogni punto è individuato, rispetto a un punto fissato, da due coordinate 
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· Una superficie sferica (di un pallone) è una varietà 2-dimensionale, perché sul pallone ogni punto è individuato, rispetto al centro, da due coordinate 
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IL TAVOLO ED IL PALLONE SONO DUE ESEMPI DI VARIETA' CHE L’ESPERIENZA CI MOSTRA ESSERE DIVERSE.

... E GEOMETRIE

Qui si invita lo studente a riflettere sul fatto che, osservando la superficie del tavolo o quella del pallone dall’esterno, ci si accorge subito che si tratta di due spazi diversi: infatti, uno è piatto e l'altro non lo è.

Ma cosa succede ad un esserino come una formica che vive su tali superficie e non ha la possibilità d’inoltrarsi nella terza dimensione? Come può, se può, accorgersi di trovarsi in spazi diversi? Può farlo solo misurando. Misurando cosa?

Beh, la formica che sta sul tavolo inizia a muoversi “poco poco” (di un ‘infinitesimo’) prima lungo la direzione delle ascisse e poi lungo la direzione delle ordinate; in questo modo, varia “poco poco” (di un ‘infinitesimo’) ciascuna delle sue coordinate; cioè, varia l'ascissa di una quantità 
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, e l'ordinata di una quantità 
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, in modo tale da descrivere un piccolo pezzetto di segmento 
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La formichina, che è diventata il nostro espediente narrativo, allora si chiede:

F. QUANTO E' LUNGO IL PEZZETTO DI SEGMENTO 
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?

La formichina (Euclidea…
) misura brava brava, e trova che ... 

F. Uh! La misura di 
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si può avere col Teorema di Pitagora
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F.  Ah, ma allora qui la geometria è quella di Euclide!

La formichina confinata sul pallone procede alla stessa maniera: varia di un infinitesimo la longitudine di 
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 e poi la latitudine di 
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. Il punto ha descritto un tratto 
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, che la formichina misura brava brava, trovando che ... 

F. Uh! Ma qua la misura di
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 è strana forte! Si ha con questa formula7:
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F. Ah, ma allora qui la geometria non è quella di Euclide!
A questo punto, le due formichine si rendono conto di vivere in due spazi diversi, e con geometrie diverse; una delle due, addirittura, è Non-Euclidea!

Si noti che nessuna delle due formichine è uscita dallo spazio nel quale vive, ma ognuna ha potuto accorgersi delle diversità dello spazio in cui vive, e delle diverse geometrie che hanno validità in quello spazio.

Tutto questo è avvenuto grazie alle misure (relazioni metriche) che hanno permesso di scoprire la validità, o meno, del Teorema di Pitagora.

Ma il salto (funambolico) concettuale effettuato da Riemann, dov'è?

Riemann AFFERMA che queste relazioni determinano la geometria dello spazio, ovvero della varietà n-estesa.

LO SPAZIO E' UNA COSA; LA GEOMETRIA UN'ALTRA COSA!

· Lo spazio è la varietà n-estesa, con corrispondenza locale tra punti ed n-ple 
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· La geometria è data da una relazione metrica del tipo 
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· La relazione metrica può essere ricavata, mediante misurazioni dirette (come facevano le formichine), dall'interno della varietà n-estesa nella quale ci si trova.

· I valori dei coefficienti 
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 possono essere i più svariati, purché soddisfacenti ad alcune relazioni di simmetria.

Basta risiedere su una sfera, che ...

· Per particolarissimi valori di 
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, si ottiene la Geometria Euclidea, su qualunque varietà n-estesa ci si trovi.

· Per qualsiasi altro valore di 
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, la geometria dello spazio non è minimamente quella euclidea!

Tutto ciò che accade su una superficie sferica (come alla formichina Non-Euclidea), ad esempio, rientra in un particolare tipo di geometria non euclidea, detta, appunto, Geometria Sferica.
Insomma, basta risiedere su una sfera, perché la geometria non sia più quella euclidea.

Le geometrie non euclidee, dopotutto, non sono poi così lontane dalla nostra esperienza, sebbene...

... ma noi, non risiediamo su una sfera?

...in tale tipo di geometria non-euclidea (la Sferica) non valgano più alcune proprietà dello spazio esposte negli Elementi di Euclide.

· Non vale il Teorema di Pitagora.

· La somma degli angoli interni d'un triangolo è più grande di 180°!

· L'area racchiusa da un cerchio è più piccola di quella che il cerchio dello stesso raggio racchiuderebbe in un piano!

· Per un punto al di fuori di una ‘retta’ ... non passa alcuna parallela!

Sì, ma ... ma noi, non risiediamo su una sfera?

Ebbene, sì!

Ma noi possiamo uscire dalle due dimensioni della sfera, e vivere anche ‘in altezza’, in tutt'e tre le dimensioni spaziali del nostro caro mondo (dei tempi di Riemann)
. Possiamo volare nelle altezze del pensiero.

Eppure, eppure ... forse anche noi siamo formichine
.

Per capire se la geometria del nostro universo è euclidea o meno, possiamo operare come le formichine:

metterci a misurare (come fece Gauss)!

Nell'ultima parte della sua  Habilitationsvortrag, Riemann affronta anche tale questione, mostrando una certa convinzione nel fatto che, da misurazioni astronomiche, si possa in qualche modo dedurre che la geometria euclidea fornisca la rappresentazione dello spazio.

Attribuendo importanza all'esperienza dello spazio, egli si mostra in linea con le idee espresse da altri matematici insigni, tra i quali Nikolaj Lobachevskij, uno dei fondatori della geometria non euclidea, come disciplina autonoma, il quale tuttavia, nel 1835, affermava:

Deve venire baffone! (Albert Einstein)

L [...] a prescindere che nella nostra immaginazione lo spazio può essere ampliato senza limiti, la natura stessa ci indica distanze tali, in paragone alle quali svaniscono per la loro piccolezza persino le distanze delle stelle fisse dalla nostra Terra [...] non si può più garantire che [...] [la Geometria Euclidea] non possa mostrarsi sensibilmente falsa anche prima di andare al di là del mondo a noi visibile.

...solo che, qualche decennio più tardi, sarebbe comparso sulla terra un uomo con dei baffoni, che avrebbe iniziato a dire amenità, tipo che, in realtà, noi viviamo in uno spazio a quattro dimensioni, e che la quarta dimensione è il tempo, e che...ooh, ma come sono utili queste varietà di Riemann! Mi permettono di capire come vanno le cose, anche se sto in quattro dimensioni, anzi, in tre, e non posso uscire nella quarta...

§ 2. NOZIONI COMUNI E POSTULATI NEGLI ELEMENTI DI EUCLIDE
NOZIONI COMUNI
 

I. Cose che sono uguali a una stessa sono uguali fra loro.

II. E se cose uguali sono addizionate a cose uguali, le totalità sono uguali.

III. E se da cose uguali sono sottratte cose uguali, i resti sono uguali.

IV. E se cose uguali sono addizionate a cose disuguali, le somme sono disuguali.

V. E i doppi di una stessa cosa sono uguali tra loro.

VI. E le metà di una stessa cosa sono uguali tra loro.

VII. E cose che coincidono tra loro sono tra loro uguali.

VIII. Ed il tutto è maggiore della parte.

POSTULATI

I. Si possa condurre una linea
 da un qualsiasi punto a ogni altro punto.

II. Una linea si possa prolungare continuamente.

III. Si possa descrivere un cerchio con qualsiasi centro e ogni distanza.

IV. Tutti gli angoli retti siano uguali fra loro.

Ma non erano cinque, i Postulati?

Effettivamente, Euclide considera nella sua opera ben cinque postulati. Ma, state a sentire il quinto:

E. POSTULATO V. Si postula che, se una linea, venendo a cadere su due linee, forma gli angoli interni e dalla stessa parte minori di due retti, le due linee prolungate illimitatamente verranno a incontrarsi da quella parte in cui sono gli angoli minori di due retti.

E’ facile accorgersi della

· complessità
 dell'enunciato e della sua visualizzazione grafica,

· minore evidenza
 del V Postulato rispetto ai precedenti.

Il V Postulato è un problema

Ci si chiese, quasi da subito, se il V Postulato fosse tale; cioè, se fosse ‘deducibile’. Si cercò, allora, di darne una dimostrazione, usando le Nozioni Comuni e gli altri Postulati.

In alcuni casi (Tolomeo, Proclo, Nasîr-Eddin), si ‘dedusse’ apparentemente il V Postulato, utilizzando però, da qualche parte, una qualche ipotesi considerata autoevidente, ma che ogni volta si è rivelata essere equivalente al V Postulato stesso.

Infatti, le affermazioni ‘la somma degli angoli interni di un triangolo è uguale a 180°’ e ‘la validità dei criteri di similitudine per triangoli’ sono tutte affermazioni equivalenti al V Postulato.

Una delle formulazioni equivalenti del V Postulato d'Euclide è quella a noi più familiare (John Playfair - 1795):

‘Data una retta r sul piano e un punto P fuori di essa, esiste una e una sola retta per P parallela a r’

§ 3. SALVATE (IL SOLDATO) EUCLIDE!

Degno di menzione è il tentativo di salvataggio d'Euclide compiuto dal gesuita italiano Padre Gerolamo Saccheri (1667-1733), che paradossalmente costituisce il primo passo verso la fondazione delle geometrie non-euclidee.

Il gesuita italiano, nel suo trattato  Euclides ab Omni Naevo Vindicatus (1733), pensò di dimostrare il V Postulato ‘a contrariis’, cioè con un percorso per assurdo
; essendo il V Postulato ciò che voleva dimostrare, egli assunse come punti di partenza:

1) le Nozioni Comuni ed i restanti postulati di Euclide,

2) una negazione del V Postulato,

cercando poi di giungere ad una contraddizione nel nuovo corpo di teoremi che sarebbero scaturiti dalle ipotesi 1) e 2). In tal modo, la negazione del V Postulato sarebbe risultata falsa, convalidando il V Postulato.

ANGOLI OTTUSI ED ACUTI

Come procedette Padre Saccheri?

Punto di partenza, dunque, furono le due possibili negazioni di una forma equivalente del V Postulato:

· l'ipotesi dell'Angolo Ottuso

· l'ipotesi dell'Angolo Acuto

che equivalgono rispettivamente a

· non esiste alcuna linea parallela ad una data, per un punto fissato fuori di essa

· esistono infinite linee parallele ad una data, per un punto fissato fuori di essa

RIPUGNANTI !

Nell'ipotesi dell'Angolo Ottuso, padre Saccheri giunse effettivamente ad una contraddizione (in realtà, errata
).

Nell'ipotesi dell'Angolo Acuto, padre Saccheri, studia e studia, ma non giunge ad alcuna contraddizione
!! E allora, dopo ben sedici pagine di argomentazioni oscure ed affannose, conclude irritato (anche i Gesuiti, nel loro piccolo, s’innervosiscono….)

S. L'ipotesi dell'angolo acuto è assolutamente falsa, perché ripugna alla natura della retta!

E VEDIAMO !!!

In realtà, padre Saccheri, inconsapevolmente, aveva dato inizio a due tipi di Geometrie Non-Euclidee:

· Nell'ipotesi dell'Angolo Ottuso, alla Geometria Non-Euclidea di tipo Sferico (o meglio Ellittico).

· Nell'ipotesi dell'Angolo Acuto, alla Geometria Non-Euclidea di tipo Iperbolico.

Seguendo il noto storico della Matematica M. Kline, si può affermare che

KL. [...] i matematici siano influenzati non dai ragionamenti che effettuano, ma dallo spirito dei tempi. Saccheri aveva respinto gli strani teoremi della geometria non-euclidea e ne aveva concluso che Euclide era stato emendato da ogni neo. [...] Un centinaio di anni dopo, invece, Gauss, Lobatchevskij e Bolyai accettarono fiduciosamente la nuova geometria.

Geometrie iperboliche

Per Lobachevskij, i concetti primitivi della geometria non contengono di per sé la verità: essa va ricercata con l'esperienza. Egli elaborò compiutamente (1835-37) la geometria Iperbolica, ottenendola dal sistema euclideo mediante la sostituzione del V Postulato con la negazione dell'unicità.

Geometrie sferiche

La Geometria Sferica (o meglio, Ellittica), come si è detto, è quella che si ha risiedendo su una superficie sferica; ciò significa che la superficie di una sfera fornisce un “modello” di Geometria Ellittica nel contesto euclideo: in tale modello, le rette sono i cerchi massimi sulla sfera.

Si vede subito che due qualsiasi rette, in questo tipo di geometria, hanno sempre intersezione non vuota (basti pensare alla superficie stessa della Terra: le “rette” – non tutte, solo alcune – sono date dai meridiani, i quali s’intersecano nei poli). Come tipo di geometria non-euclidea, che ancora una volta rientra nel modello astratto di Riemann, la Geometria Ellittica si genera da una negazione del V Postulato, nel senso di supporre la non esistenza di “rette” parallele. 

Si deve osservare, tuttavia, che la superficie sferica non fornisce un modello adeguato di Geometria Non-Euclidea, se per questa s’intende una geometria che nasce sostituendo solo il V Postulato d’Euclide con una sua negazione e conservando tutte le Nozioni Comuni e tutti gli altri Postulati. Infatti, se per “retta” s’intende un cerchio massimo sulla superficie sferica, allora per due punti in posizioni antipodali, ossia diametralmente opposti (ad esempio, i poli), non passa più una sola retta, ma infinite. Verrebbe quindi meno la validità del Primo Postulato d’Euclide (esistenza di una sola retta per due punti).

Tuttavia, per porre rimedio a questo inconveniente, si può pensare semplicemente di considerare solo la superficie di una semisfera, e non l’intera superficie sferica, e quindi di riguardare come “retta” solo quella parte di cerchio massimo che giace sulla semisfera considerata (in un senso più matematico, questa operazione consiste nell’identificare i punti antipodali). In tal modo, si conserva l’unicità della retta passante per due punti, perdendo solamente il V Postulato, ed ottenendo così un modello adeguato di una Geometria Non-Euclidea, nell’accezione precisata precedentemente.

§ 4. GAUSS 

Le considerazioni di Riemann sono debitrici nei confronti dei lavori di Geometria Differenziale di C. F. Gauss, i quali, a loro volta, furono il risultato degli interessi di quest’ultimo per la Geodesia, la Topografia e la Cartografia. Una mente dalla multiforme genialità, quella di Gauss (detto il “Principe dei Matematici”), il quale tuttavia non è esattamente un innovatore, perché teme ‘le strida dei Beoti’
. Inoltre,

· nel 1799 Gauss si mostra convinto che l'assioma delle parallele non possa essere dedotto dagli altri;

· nel 1817, in una lettera al matematico Olbers, afferma: ‘La necessità fisica della geometria euclidea non può essere dimostrata, almeno non dalla ragione umana, né per ragioni umane’.

... e le formichine

Perché “le formichine”? Il titolo di questa slide vuole richiamare esplicitamente alla memoria dello studente la situazione dell’esserino “bidimensionale” (la formichina sulla superficie curva), che per individuare la geometria dello spazio nel quale vive ha l’idea di misurare i lati di un triangolo, controllando così la validità del Teorema di Pitagora. Così Gauss, al pari della “formichina”…ebbe la curiosità di verificare l'applicabilità della geometria euclidea, o di qualcuna delle geometrie non-euclidee al mondo reale e…

…come operò?

MISURÒ!

Un'affermazione equivalente al V Postulato di Euclide è, come già detto, che la somma degli angoli interni d'un triangolo sia di 180°. Gauss effettivamente misurò la somma degli angoli del triangolo con vertici nelle cime di tre montagne in Germania: Brocken, Hohehagen e Inselberg.

· Dai rilievi, risultò che i lati di questo triangolo erano lunghi rispettivamente 69, 85 e 197 chilometri...

· ...e Gauss trovò che la somma degli angoli superava i 180° di 14''.85!

Misure difettose o ...

L'esperimento, tuttavia, non dimostrò nulla, perché l'errore sperimentale, con gli strumenti dell'epoca, fu molto più grande dell'eccedenza trovata. Quindi... 

La somma corretta poteva essere benissimo uguale a 180°, o di più, o anche meno.

Gauss si rese conto, inoltre, che il triangolo era troppo piccolo e che solo con un triangolo molto più esteso avrebbe potuto rivelare una eventuale differenza significativa rispetto ai 180°.

... angoli difettosi?

Questo perché, nelle geometrie non-euclidee, il difetto degli angoli, cioè di quanto la somma degli angoli interni d'un triangolo differisca da 180°, dipende dall'area del triangolo stesso. In Geometria Sferica si ha
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è il raggio della sfera

CONCLUDENDO

Il problema è che un esperimento concreto, come può essere un’effettiva misurazione, non può dare conferma della “verità” della Geometria Euclidea, o di un qualunque altro tipo di geometria, semplicemente perché non ha senso porsi la questione della “verità” di una geometria o di un’altra.

Le Geometrie Non-Euclidee, come appare chiaro da quanto esposto, traggono la loro origine concettuale dai tentativi di dimostrare l’indipendenza del V Postulato di Euclide dagli altri Postulati e non si tratta, quindi, di meri giochi intellettualistici. La possibilità di elaborare teorie geometriche diverse da quella euclidea, prive di contraddizioni, garantisce tale indipendenza. La non contraddittorietà è assicurata dalla possibilità di costruire modelli di un tipo di geometria all’interno di un’altra – il modello di Geometria Ellittica fornito dalla superficie sferica nell’ordinario spazio tridimensionale euclideo è un esempio di questa possibilità – ed a questo punto non si può più dire che una geometria è vera ed un’altra è falsa (nel contesto di una Logica “a due valori”). Un’affermazione del genere non ha più senso. Per dirla con Poincaré:

P. Se la Geometria fosse una scienza sperimentale, non sarebbe una scienza esatta, ma sarebbe soggetta a continue revisioni. Gli assiomi geometrici non sono né intuizioni sintetiche a priori, né fatti sperimentali. Essi sono convenzioni. La nostra scelta tra le possibili convenzioni è guidata dai fatti sperimentali; ma rimane libera, ed è solo limitata dalla necessità di evitare ogni contraddizione. Che cosa pensiamo della domanda: la geometria euclidea è vera? Non ha senso. Potremmo egualmente chiederci se il Sistema Metrico è vero o se i vecchi pesi e misure sono falsi; se le coordinate cartesiane sono vere e le coordinate polari sono false. Una geometria non può essere più vera di un’altra, può solo essere più conveniente.
Se non fossimo ancora convinti di questo, infine, si potrebbe sempre pensare al fatto che nessuno strumento potrebbe mai consentirci di osservare differenze significative tra una geometria euclidea e una non-euclidea, semplicemente perché gli strumenti di cui disponiamo sono costruiti a partire da assunzioni euclidee: una riga è ovviamente euclidea, e nulla di non-euclideo potrà mai essere misurato da essa. 

Obiettivi didattici

· Risvolti logico-matematici: comprensione dei significati degli assiomi e dei postulati in geometria, con particolare attenzione al V Postulato.

· Risvolti logico-matematici: legame tra assiomi e postulati ed enti geometrici.

· Risvolti filosofici: la filosofia dello spazio nel pensiero di Kant.

· Risvolti filosofici: la filosofia della natura nel pensiero di Bacone. L'indagine sulla natura dello spazio fisico, come le speculazioni sui principi della geometria, sono costruzioni edificate interrogando sistematicamente la natura e non soltanto attraverso il pensiero logico.

· Impulsi didattico-formativi: si può anche provare a stimolare lo spirito critico dello studente, invitandolo ad esprimere le proprie originali considerazioni sul punto di vista kantiano e non-kantiano dello spazio.

· Risvolti artistici: costruzioni geometriche in M. C. Escher.

· Risvolti fisici: geometria dello spazio nella Relatività di Einstein e geometrie Riemanniane e non-euclidee.
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· Invito alla matematica: sul sito del Dipartimento di Matematica dell’Università degli Studi di Bari http://www.dm.uniba.it/invito/
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� In questa prima sezione si suggerisce d’utilizzare l’espediente di tramutare in racconto il fatto storico della lezione di abilitazione di Riemann, mediante una breve drammatizzazione, eventualmente da rappresentare coinvolgendo alcuni studenti, nella forma di un match virtuale con il filosofo Kant.


Ovviamente, questo match non si è mai tenuto, se non in via metaforica, ma può essere un espediente divertente per illustrare le idee del matematico tedesco, entrando nel cuore di queste idee, con un procedimento quasi ‘in presa diretta’.


Eventuali ulteriori chiarimenti vengono lasciati ‘a braccio’, a carico del competente estro del docente, mentre qui si fornisce solo un canovaccio, una sequenza di battute, da integrare con la visione delle slides previste nella presentazione.


� Si tratta del titolo originale dell’articolo contenente il testo della lezione d’abilitazione di Riemann, la cui lettura è da affidare alla tonante voce, dalla perfetta dizione, scelta tra quelle dei migliori studenti di Tedesco della classe; un’occasione di multidisciplinarità.


� Dopo aver divertito e, si spera, incuriosito gli studenti con la precedente breve drammatizzazione, si cambia registro, operando una mutazione d’atmosfera mediante l’eventuale silenziosa sfilata d’uscita dei soggetti protagonisti; resta, chiaramente, il docente, nelle vesti d’un novello Riemann, il quale prosegue un po’ più formalmente, introducendo l’idea di varietà  (o di spazi), seguita da immediate esemplificazioni tratte da oggetti d’uso famigliare, traendo spunto dallo scorrere della presentazione, nella quale sono riportate alcune immagini divertenti e accattivanti.


� Questa affermazione è spiegata di seguito nell’elenco puntato che la segue


� Perché non descrivere le geometrie almeno per i due esempi di spazi che abbiamo descritto? Facciamo questo ancora una volta in maniera divertente, cioè immaginando di essere delle formiche. Perché formiche? E’ semplice: in modo da essere degli animaletti il più vicini possibile alla superficie del piano e della sfera, così da poterle immaginare come creaturine schiacciate; il perché è giustificato dal quel che diremo in seguito. Qui possiamo solo dire che l’intento è che chi descrive le geometrie non possa rendersi conto se si trova su un piano o su una sfera; vedremo che si potrà determinare quest’aspetto in base ‘all’ipotenusa’ di un triangolo rettangolo. A questo proposito, si osservino le due figure dei triangoli (euclideo e non euclideo) nelle slide.


� L’attributo di “Euclidea” rivolto alla formichina è ancora tra parentesi, perché, prima dei calcoli, l’esserino non ha ancora la possibilità di comprendere la geometria dello spazio; perciò, ancora non sa s’è euclidea o no.


� Far riferimento al disegno del triangolo rettangolo che è nella presentazione allegata. Si tenga presente che, dal punto di vista della formichina, ambedue i triangoli hanno i lati “dritti”





� A questo punto se vi va si può generalizzare, un po’ come fece Riemann.


� Con le parole ‘ai tempi di Riemann’ si intende sottolineare che il mondo era ancora tri-dimensionale: la Relatività non aveva ancora permeato lo spazio, saldandolo al tempo e facendolo diventare 4-dimensionale.


� Ci stiamo riferendo appunto allo spazio-tempo della Relatività; infatti, sebbene possiamo uscire dalle due dimensioni di una superficie, non riusciamo però a vedere “dall’esterno” le tre dimensioni, giacché non riusciamo di certo ad uscire nella quarta dimensione (tre spaziali e una temporale).


� Nella presentazione, quando a Lobachevskij si fa dire “Deve venire baffone!”, si intende ovviamente giocare sull’equivoco: facendo pronunciare questa popolare battuta ad un russo, il pensiero corre subito a Stalin; ma solo dopo, scorrendo la presentazione, appare chiaro il riferimento ad Einstein, e quindi alla sua Teoria della Relatività e alla quarta coordinata, rispetto alla quale, in fondo, anche noi siamo formichine.


� Si tratta di “verità ammesse in scienza e in vita quotidiana”, quindi di principi logici della ragione che valgono non solo in geometria. 


� Si tratta di “ richieste da accettare nello studio d’una disciplina”, quindi di principi da assumere come evidenti SOLO nell’ambito della geometria.


� Il termine greco, usato da Euclide, per indicare la retta è lo stesso che usava per indicare il segmento, questo perché nell’antichità, presso i greci, l’infinità della retta è inconcepibile; Euclide quindi non distinguerà mai tra retta e segmento. Noi, per adeguarci, useremo il termine linea.


� Si fa recitare a Euclide stesso la sua formulazione del V Postulato. 


� Rispetto alle Nozioni Comuni e ai Postulati, la rappresentazione grafica del V Postulato è più complessa.


� Le Nozioni Comuni e gli altri Postulati sono evidenti (leggendoli, tutti diciamo ‘è ovvio’, no?). Al contrario, l’enunciato del V Postulato non è così evidente: infatti, non è neanche semplice capire di che angoli si sta parlando, ed è consigliabile quindi, durante la proiezione delle slides, fare immediato riferimento ai disegni ivi riportati.


� E’ una preziosa occasione, questa, per chiarire ulteriormente la tecnica della dimostrazione per assurdo, seguendo il canovaccio fornito dal procedimento “a contrariis” di Padre Saccheri.


� Conviene ancora una volta fare riferimento alle illustrazioni della presentazione, per far comprendere le due ipotesi di Saccheri, visto che non sono questioni intuitive facilmente immaginabili.


� La contraddizione cui giunge il gesuita è “errata”, perché il suo pensiero è anora volto alla geometria euclidea. Padre Saccheri, in altri termini, continua inconsapevolmente a lavorare in un contesto euclideo, pur non essendo più quello corretto. Infatti, la negazione del V Postulato che egli utilizza comporta, per conservare la non-contraddittorietà del sistema stesso di postulati, anche la negazione del I Postulato…ma Padre Saccheri non poteva saperlo, perché le questioni della non-contraddittorietà sarebbero nate vari secoli dopo.


� Nell’ipotesi dell’Angolo Acuto, il nuovo sistema di Postulati è non-contraddittorio!


� Sulle slide sono riportati due modelli di geometrie iperboliche tra i più noti: nel modello di Lobatchevskij si vedono tutte le rette che sono parallele alla retta cui appartiene H; infatti, le rette per A che sono comprese nell’angolo MÂK sono tutte parallele alla retta data. Si precisa che le rette per A, in questo modello, sono tutti i segmenti compresi nella striscia tra le due rette. Il modello di Klein è dato dal disco aperto (il cerchio senza la circonferenza), e in questo modello le rette sono rappresentate dalle corde. E’ evidente che c’è più di una retta per M che non incontra la retta AB. Si vuole anche precisare che ci sono molti altri modelli di geometria iperbolica e che non tutti i modelli di tale geometria si mantengono al finito.


� Si riferisce a Kant e ai suoi ‘seguaci’
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